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دورۀ  بيست و سوم      
مجلۀ ریاضی

    دورۀ آموزش متوسطه۲

     چكيده
در اين مقاله، دسـته هاي مهمي از مسئله هاي 
شمارشي كه به بررسي تعداد روش هاي توزيع 
توپ هـا در جعبه ها منجر مي شـوند، بررسـي 

شده اند.

مصطفى ديدارى
كارشناس ارشد رياضى

توزيع توپ در جعبه ها، تركيب با تكرار، افراز، واژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژه
جمعوند يك عدد

بسياري از مسئله هاي شمارشي را مي توان برحسب تعداد 
راه هاي توزيع توپ ها در جعبه ها بيان كرد. در اين مقاله چهار 
مسئلة اساسي توزيع ها را به اجمال بررسي مي كنيم. اين چهار 

مسئله عبارت اند از: 
1. تعداد راه هاي توزيع n توپ متمايز در k جعبة متمايز
2. تعداد راه هاي توزيع n توپ يكسان در k جعبة متمايز
3. تعداد راه هاي توزيع n توپ متمايز در k جعبة يكسان
4. تعداد راه هاي توزيع n توپ يكسان در k جعبة يكسان

ــتقيم يا غيرمستقيم در  ــئلة اول به صورت مس ــه مس س
كتاب  هاي درسي مطرح شده اند، در صورتي كه از مسئلة چهارم 

صحبتي به ميان نيامده است.

1. تعداد راه هـاي توزيع n توپ متمايز در k جعبة  
متمايز

ــماره هاي 1، 2، ... و 5 را در 3  مثال 1. مي خواهيم 5 توپ با ش
جعبه به رنگ هاي آبي، قرمز و زرد توزيع كنيم. اين كار به چند 

طريق امكان پذير است؟
 پاسخ: براي هر توپ 3 انتخاب وجود دارد: بنابراين طبق 

اصل ضرب جواب مسئله 35=3×3×3×3×3 است.

ــداد راه هاي توزيع n توپ متمايز در k جعبة  نتيجة 1. تع
.kn :متفاوت برابر است با

ــة {a,b,c,d,e} به مجموعة  ــع از مجموع ــد تاب مثـال 2.  چن
{1,2,3} وجود دارد؟

 پاسـخ: عضو a مي تواند به هر يك از عددهاي 1، 2 و 3 
ــود. بنابراين براي هر عضو از مجموعة اول 3 انتخاب  تصوير ش

وجود دارد. بنابراين پاسخ برابر است با: 35.

مثال 3. مي خواهيم 3 جايزة متفاوت را بين 5 نفر توزيع كنيم، 
ــد. اين كار به  به طوري كه به هر كدام حداكثر يك جايزه برس

چند طريق امكان پذير است؟
 پاسخ: جايزة اول را مي توانيم به هر كدام از 5 نفر بدهيم. 
جايزة دوم را نيز به هر كدام از 4 نفر باقي مانده و جايزة سوم را 
نيز مي توانيم به 3 نفر ديگر بدهيم. بنابراين طبق اصل ضرب، 
ــدد را مي توانيم به صورت ــت. اين ع ــئله 3×4×5 اس جواب مس

  نيز بنويسيم.
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نتيجـة 2. تعداد راه هاي توزيع n توپ متمايز در k جعبة 
ــه در هر جعبه حداكثر يك  ــاوت (k ≥ n) ك متف

توپ قرار گيرد، برابر است با: 
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مثال 4. شركتي در نظر دارد براي هريك از شغل هاي نگهبان، 
دفتردار، منشي و مسئول رايانه يك نفر را استخدام كند. 4 نفر 
براي استخدام در اين شغل ها داوطلب شده اند. شركت به چند 

روش مي تواند افراد را براي مشاغل استخدام كند؟ 
 پاسخ: !4.

نتيجـة 3. تعداد توابع يك به يك از مجموعة n عضوي به 
n! خودش برابر است با

نتيجة 4. تعداد توابع پوشا از مجموعة n عضوي به خودش 
n! برابر است با
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مثال 5.  مثال قبلي را در نظر بگيريد، با اين تفاوت كه 10 نفر 
براي استخدام داوطلب شده باشند. پرنمودن مشاغل به چند 

روش امكان پذير است؟
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 پاسخ: ابتدا بايد 4 نفر را انتخاب كنيم. اين كار به 

روش امكان پذير است. حال اين 4 نفر را مي توان به !4 طريق در 
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مشاغل استخدام كرد. بنابراين جواب مسئله 

ــابه به عدد 7×8×9×10  ــت (مي توانستيم با استدلالي مش اس

برسيم).
نتيجـة 5. تعداد راه هاي توزيع n توپ متمايز در k جعبه 
ــز (k ≤ n) به طوري كه در هر جعبه دقيقاً يك توپ قرار  متماي

.
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گيرد، برابر است با: 

مثال 6. شركتي در نظر دارد براي چهار شغل نگهبان، دفتردار، 
ــئول رايانه به ترتيب 1، 2، 2 و 3 نفر را استخدام  منشي و مس
كند. ده نفر متقاضي استخدام در اين مشاغل شده اند. شركت 

به چند روش مي تواند اين افراد را استخدام كند؟
 پاسخ: ابتدا مي توانيم 3 نفر را انتخاب و آن ها را مسئول 
رايانه كنيم. در ادامه 2 نفر از افراد باقي مانده را براي منشي گري 
ــاغل را به افراد  ــاير مش در نظر مي گيريم و به همين ترتيب س
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ــئله  ــم. بنابراين جواب مس مي دهي
است.

مثال 7. مي خواهيم 5 توپ از رشته هاي ورزشي متفاوت را در 
سه جعبة 1، 2 و 3 به گونه اي قرار دهيم كه در هر جعبه حداقل 

يك توپ قرار گيرد. اين كار به چند روش امكان پذير است؟
 پاسـخ: صورت ديگر مسئله به اين صورت است: تعداد 
ــه مجموعة {1,2,3} را  ــا از مجموعه اي 5 عضوي ب توابع پوش

به دست آوريد.
ــئله ناچاريم از اصل شمول و  براي جواب دادن به اين مس
عدم شمول استفاده كنيم. ابتدا پيشامدهاي نامطلوب را تعريف 

مي كنيم:
A1: پيشامدهايي كه در جعبة اول توپي قرار نگيرد يا عدد 1 تصوير هيچ

عضوي از مجموعة اول نباشد
A2: پيشامدهايي كه در جعبة دوم توپي قرار نگيرد يا عدد 2 تصوير هيچ

عضوي از مجموعة اول نباشد
A3: پيشامدهايي كه در جعبة سوم توپي قرار نگيرد يا عدد 3 تصوير هيچ

عضوي از مجموعة اول نباشد
ــا:  ب ــت  اس ــر  براب ــوب  نامطل ــاي  حالت ه كل  ــداد  تع

. بنابراين: 
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ــراي مثال، |A1| را مي توان به اين صورت  دقت كنيد كه ب
ــة اول توپي  ــداد حالت هايي كه در جعب ــت آورد كه تع به دس
ــوپ دو جعبه  ــون براي توزيع هر ت ــت، چ قرار نگيرد، 25 اس
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ــت آوردن پاسخ نهايي مسئله بايد  ــت. براي به دس موجود اس
ــي 35 را از حالت هاي نامطلوب كم  كل روش هاي توزيع، يعن
كنيم. بنابراين (3-25×3)-35 روش براي توزيع توپ ها با شرايط 

مسئله وجود دارد.
ــع n توپ متمايز در k جعبه  قضيـة 1. تعداد راه هاي توزي
ــا از يك مجموعه n عضوي  متفاوت (k ≤ n ) (تعداد توابع پوش
ــه k عضوي) به طوري كه در هر جعبه حداقل يك توپ قرار  ب

گيرد، برابر است با: 
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2. توزيع n توپ يكسان در k جعبة متمايز
براي بررسي اين نوع از توزيع ها ابتدا لازم است قضية 2 را 

يادآوري كنيم: 
ــه n1 تا از  ــيئي ك ــت هاي n ش قضيـة 2: تعداد جايگش
ــم و... nk تا از آن ها  ــا مانند هم، n2 تا از آن ها نيز مانند ه آن ه
ــت با:   برابر اس
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ــت كه  مانند هم اس
.
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ــات چند كلمة 8 حرفي بدون  مثـال 8. با حروف كلمة انتخاب
توجه به مفهوم آن مي توان ساخت؟

 پاسخ: با توجه به اينكه 3 حرف الف و 2 حرف ت وجود 
 است.
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دارد، پاسخ 

ــام 0، 0، 0، 2، 2، 3، 3 و 3 چند عدد 8 رقمي  مثـال 9. با ارق
مي توان ساخت؟

 پاسخ: رقم صفر در اولين رقم سمت چپ نمي تواند قرار 
بگيرد، بنابراين اين رقم يا عدد 2 و يا عدد 3 است.

 اعدادي كه با 2 شروع مي شوند.
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 اعدادي كه با 3 شروع مي شوند.
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بنابراين جواب مسئله 350=210+140 عدد 8 رقمي است.
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 در بسط 
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مثال 10. ضريب جملة 
چيست؟

 از ضرب دو تا x، سه تا y و چهار 
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 پاسخ: جملة 

تا z و يك w به دست مي آيد. بنابراين به تعداد جايگشت هاي 
 در بسط وجود دارد. بنابراين 
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ــيئي جمله  اين ده ش
 است.
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ضريب آن 

به بحث اصلي اين قسمت، يعني توزيع توپ هاي يكسان 
ــان  به جعبه هاي متمايز برمي گرديم. فرض كنيد n توپ يكس
در اختيار داشته باشيم و تعداد توپ هاي توزيع شده در جعبة 
 x2 ــة دوم را ــده در جعب ــداد توپ هاي توزيع ش اول را x1، تع
ــة k ام را xk بناميم. واضح  ــداد توپ هاي توزيعي در جعب و.. تع
ــرف ديگر هر جواب  . از ط
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ــت كه:  اس
ــر با يك روش توزيع  ــح و نامنفي اين معادله نيز متناظ صحي
ــداد روش هاي توزيع n توپ  ــت. بنابراين مي توان گفت تع اس

يكسان در k جعبة متمايز برابر است با تعداد جواب هاي معادلة 

.

k
i n n n

i

!
!

k!P(k,n)
(k n)!

!!
!
n!S(n,k)

(n k)!
A A A

A A A A A A A A

A A A A A A A

k k k
( ) (k i) k (k )

i

... ( )

=

×
× × × =

×

=
−

 
× = 

 

=
−

∪ ∪

∪ ∪ = + + − ∩

− ∩ − ∩ + ∩ ∩

= + + − − − + = × −

     
− − = − −     

     

+ + −

∑

1 2 3

1 2 3 1 2 3 1 2

1 3 2 3 1 2 3
5 5 5 5

0

2 1 55 4 3
2 1 2

10 104
4 6

2 2 2 1 1 1 0 3 2 3

1 1
0 1

1 k

k

k

!
! ! !

!
! ! !

k

k

i i

k
(k k)

k

n n ... n n
n!

(n )!(n )!...(n )!
!

! !
:

:

x y z w

(x y z w)
!

! ! ! !
x x ... x n

x x ... x n
x Z , x

=

=

 
− 

 
       

× × ×       
       
+ + + =

+ + +

+ + + =

+ + + =

∈

1 2

1 2

7 140
3 1 3

7 210
2 2 3

2 3 4

10

1 2

1 2

10 7 5 3
3 2 2 1

8
3 2
2

3

10
2 3 4 1





i , ,..., k
x x x
x
x
x

!
! !


 ≥
 =
+ + =

=

=

=

+ −   
= =   −   

1 2 3

1

2

3

0
1 2

5
1
3
1

5 3 1 77
3 1 25 2

مثال 11. به چند روش مي توان پنج توپ يكسان را در 3 جعبه 
با رنگ هاي متفاوت توزيع كرد؟

ــي تعداد روش ها برابر   پاسـخ: با توجه به توضيحات قبل
 .
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است با جواب هاي صحيح و نامنفي معادلة 
به اين منظور 5 توپ و دو خط، | | OOOOO، در نظر مي گيريم. 
ــيئي متناظر با يك جواب معادلة  ــت اين هفت ش هر جايگش
ــت O|OOO|O متناظر  ــوق خواهد بود. براي مثال،  جايگش ف
ــت. بنابراين تعداد   اس
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 و 
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ــواب  ــا ج ب
ــت با:  ــت ها يا همان تعداد جواب هاي معادله برابر اس جايگش

.
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ــي معادلة  ــاي صحيح و نامنف ــداد جواب ه قضيـة 3. تع

. n k
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 − 
 
 
 

+ + =
 ≥ ≥ ≥
 

= 
 

+ + =
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 برابر است با: 
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مثال 12. مي خواهيم از بين 3 نوع گل متفاوت، دسته گلي با 10 
شاخه گل درست كنيم. اين كار به چند روش امكان پذير است؟

 پاسخ: تعداد گل هاي نوع اول را x1، نوع دوم را x2 و نوع 

 و لذا پاسخ 
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ــوم را x3 مي ناميم. بنابراين:  س

 است.
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ــكه تمام بهار آزادي را بين نفرات  مثال 13. مي خواهيم 10 س
ــوم يك مسابقه به گونه اي توزيع كنيم كه به نفر اول  اول تا س
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    تابستان 1393

دورۀ  بيست و سوم      
مجلۀ ریاضی

    دورۀ آموزش متوسطه۲

حداقل 3 سكه، به نفر دوم حداقل 2 سكه و به نفر سوم حداقل 
يك سكه برسد. اين كار به چند روش امكان پذير است؟

 پاسخ: جواب مسئله برابر با جواب هاي صحيح و نامنفي 

 است. به اين منظور ابتدا 3 
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معادلة 

ــكه به نفر سوم  ــكه به نفر دوم و 1 س ــكه به نفر اول، 3 س س
مي دهيم. بنابراين تعداد روش ها، برابر است با تعداد روش هاي 
توزيع 4 سكه باقي مانده بين 3 نفر كه اين تعداد برابر است با: 

.
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ــكة تمام بهار آزادي را بين نفرات  مثال 14.  مي خواهيم 12 س
اول تا سوم يك مسابقه با شرايط زير توزيع كنيم: 

الف) به نفر اول بيشتر از 3 سكه
ب) به نفر دوم حداقل يك و حداكثر 3 سكه

ج) به نفر سوم حداكثر 2 سكه
اين كار به چند روش امكان پذير است؟

 پاسـخ: تعداد روش ها برابر است با جواب هاي صحيح و 
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نامنفي معادلة 

شرط هاي بزرگ تري، 4 سكه به نفر اول و يك سكه به نفر دوم 

ــت 7 سكه باقي مانده را با شرايط  مي دهيم. بنابراين كافي اس
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ــكه هايي كه به نفر اول از بقية سكه ها مي رسد و...).  با تعداد س
براي از بين بردن شرط كوچك تري بايد از اصل شمول و عدم 
شمول استفاده نماييم. بنابراين پيشامدهاي نامطلوب به صورت 

روبه رو
A1 = y2>2 تعداد جواب هايي كه در آن ها
A2 = y3>2 تعداد جواب هايي كه در آن ها

تعريف مي شود.
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بنابراين پاسخ مسئله برابر است با: 

(چون كل جواب هاي دستگاه دوم را از حالت هاي نامطلوب كم 
مي كنيم).

 را به دست 
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مثال 15. تعداد جمله هاي بسط 
آوريد.

 پاسخ: هر جملة بسط فوق به صورت xaybzcwd است كه 
. بنابراين هر جواب صحيح و 
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در آن داريم: 
نامنفي اين معادله متناظر با يك جمله از بسط است و جواب 
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×  
  

 
 
 

1 1

2 2

3 3

10

12

12

10 12

1 2 3

1 2 3

27 9
1

10
13
3

3
3
3
3

3 3
12

14
2

2 3
2 3
2 3
2 3

10
12

12 14
2 2

12 14
4

2 2
4
2

1
2

!

!

!

 
= 

 
   
   
    =

  
  
   =

  
=  

  
    
    
    

4
3

2
4 2 1
2 1 1

6
2

4 2
2 2

3
2

4 1
4

3 1
12 9 6 3
3 3 3 3

4

مسئله 

 (a,b,c) ــه تايي مرتب از اعداد طبيعي مانند مثـال 16. چند س
؟

n k
k

x x x
x , x , x

x x x
x , x , x

y y y
y , y

A y
A y
A A A A A A

+ − 
 − 
 
 
 

+ + =
 ≥ ≥ ≥
 

= 
 

+ + =
 > ≤ ≤ ≤

+ + =
 ≤ ≤

= >

= >

∪ = + − ∩

+ − + − + −     
= + − =     − − −     

+ −
−

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3

1 2

2 3

1 2 1 2 1 2

1
1

12
2

10
3 2 1

6
15

2
12

3 1 3 2
7

2 2
2
2

4 3 1 4 3 1 1 3 1
27

3 1 3 1 3 1
7 3 1
3

x

y

z

x y z

x y

x y

x y

(x y z w)
a b c d

abc

a

b

c

x y z

abc

a

b

c
x x x
y y y

!

+ +

 
− = 

 

+ + +
+ + + =

 
 
 

=

=

=

=

=
+ + =

 
 
 

= ×

= ×

= ×

= ×

+ + =
 + + =
  
  
  

  
×  
  

 
 
 

1 1

2 2

3 3

10

12

12

10 12

1 2 3

1 2 3

27 9
1

10
13
3

3
3
3
3

3 3
12

14
2

2 3
2 3
2 3
2 3

10
12

12 14
2 2

12 14
4

2 2
4
2

1
2

!

!

!

 
= 

 
   
   
    =

  
  
   =

  
=  

  
    
    
    

4
3

2
4 2 1
2 1 1

6
2

4 2
2 2

3
2

4 1
4

3 1
12 9 6 3
3 3 3 3

4

وجود دارد كه:
 .

n k
k

x x x
x , x , x

x x x
x , x , x

y y y
y , y

A y
A y
A A A A A A

+ − 
 − 
 
 
 

+ + =
 ≥ ≥ ≥
 

= 
 

+ + =
 > ≤ ≤ ≤

+ + =
 ≤ ≤

= >

= >

∪ = + − ∩

+ − + − + −     
= + − =     − − −     

+ −
−

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3

1 2

2 3

1 2 1 2 1 2

1
1

12
2

10
3 2 1

6
15

2
12

3 1 3 2
7

2 2
2
2

4 3 1 4 3 1 1 3 1
27

3 1 3 1 3 1
7 3 1
3

x

y

z

x y z

x y

x y

x y

(x y z w)
a b c d

abc

a

b

c

x y z

abc

a

b

c
x x x
y y y

!

+ +

 
− = 

 

+ + +
+ + + =

 
 
 

=

=

=

=

=
+ + =

 
 
 

= ×

= ×

= ×

= ×

+ + =
 + + =
  
  
  

  
×  
  

 
 
 

1 1

2 2

3 3

10

12

12

10 12

1 2 3

1 2 3

27 9
1

10
13
3

3
3
3
3

3 3
12

14
2

2 3
2 3
2 3
2 3

10
12

12 14
2 2

12 14
4

2 2
4
2

1
2

!

!

!

 
= 

 
   
   
    =

  
  
   =

  
=  

  
    
    
    

4
3

2
4 2 1
2 1 1

6
2

4 2
2 2

3
2

4 1
4

3 1
12 9 6 3
3 3 3 3

4

 و 

n k
k

x x x
x , x , x

x x x
x , x , x

y y y
y , y

A y
A y
A A A A A A

+ − 
 − 
 
 
 

+ + =
 ≥ ≥ ≥
 

= 
 

+ + =
 > ≤ ≤ ≤

+ + =
 ≤ ≤

= >

= >

∪ = + − ∩

+ − + − + −     
= + − =     − − −     

+ −
−

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3

1 2

2 3

1 2 1 2 1 2

1
1

12
2

10
3 2 1

6
15

2
12

3 1 3 2
7

2 2
2
2

4 3 1 4 3 1 1 3 1
27

3 1 3 1 3 1
7 3 1
3

x

y

z

x y z

x y

x y

x y

(x y z w)
a b c d

abc

a

b

c

x y z

abc

a

b

c
x x x
y y y

!

+ +

 
− = 

 

+ + +
+ + + =

 
 
 

=

=

=

=

=
+ + =

 
 
 

= ×

= ×

= ×

= ×

+ + =
 + + =
  
  
  

  
×  
  

 
 
 

1 1

2 2

3 3

10

12

12

10 12

1 2 3

1 2 3

27 9
1

10
13
3

3
3
3
3

3 3
12

14
2

2 3
2 3
2 3
2 3

10
12

12 14
2 2

12 14
4

2 2
4
2

1
2

!

!

!

 
= 

 
   
   
    =

  
  
   =

  
=  

  
    
    
    

4
3

2
4 2 1
2 1 1

6
2

4 2
2 2

3
2

4 1
4

3 1
12 9 6 3
3 3 3 3

4

 ،

n k
k

x x x
x , x , x

x x x
x , x , x

y y y
y , y

A y
A y
A A A A A A

+ − 
 − 
 
 
 

+ + =
 ≥ ≥ ≥
 

= 
 

+ + =
 > ≤ ≤ ≤

+ + =
 ≤ ≤

= >

= >

∪ = + − ∩

+ − + − + −     
= + − =     − − −     

+ −
−

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3

1 2

2 3

1 2 1 2 1 2

1
1

12
2

10
3 2 1

6
15

2
12

3 1 3 2
7

2 2
2
2

4 3 1 4 3 1 1 3 1
27

3 1 3 1 3 1
7 3 1
3

x

y

z

x y z

x y

x y

x y

(x y z w)
a b c d

abc

a

b

c

x y z

abc

a

b

c
x x x
y y y

!

+ +

 
− = 

 

+ + +
+ + + =

 
 
 

=

=

=

=

=
+ + =

 
 
 

= ×

= ×

= ×

= ×

+ + =
 + + =
  
  
  

  
×  
  

 
 
 

1 1

2 2

3 3

10

12

12

10 12

1 2 3

1 2 3

27 9
1

10
13
3

3
3
3
3

3 3
12

14
2

2 3
2 3
2 3
2 3

10
12

12 14
2 2

12 14
4

2 2
4
2

1
2

!

!

!

 
= 

 
   
   
    =

  
  
   =

  
=  

  
    
    
    

4
3

2
4 2 1
2 1 1

6
2

4 2
2 2

3
2

4 1
4

3 1
12 9 6 3
3 3 3 3

4

 پاسـخ: واضح است كه بايد 

.

n k
k

x x x
x , x , x

x x x
x , x , x

y y y
y , y

A y
A y
A A A A A A

+ − 
 − 
 
 
 

+ + =
 ≥ ≥ ≥
 

= 
 

+ + =
 > ≤ ≤ ≤

+ + =
 ≤ ≤

= >

= >

∪ = + − ∩

+ − + − + −     
= + − =     − − −     

+ −
−

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3

1 2

2 3

1 2 1 2 1 2

1
1

12
2

10
3 2 1

6
15

2
12

3 1 3 2
7

2 2
2
2

4 3 1 4 3 1 1 3 1
27

3 1 3 1 3 1
7 3 1
3

x

y

z

x y z

x y

x y

x y

(x y z w)
a b c d

abc

a

b

c

x y z

abc

a

b

c
x x x
y y y

!

+ +

 
− = 

 

+ + +
+ + + =

 
 
 

=

=

=

=

=
+ + =

 
 
 

= ×

= ×

= ×

= ×

+ + =
 + + =
  
  
  

  
×  
  

 
 
 

1 1

2 2

3 3

10

12

12

10 12

1 2 3

1 2 3

27 9
1

10
13
3

3
3
3
3

3 3
12

14
2

2 3
2 3
2 3
2 3

10
12

12 14
2 2

12 14
4

2 2
4
2

1
2

!

!

!

 
= 

 
   
   
    =

  
  
   =

  
=  

  
    
    
    

4
3

2
4 2 1
2 1 1

6
2

4 2
2 2

3
2

4 1
4

3 1
12 9 6 3
3 3 3 3

4

 و لذا: 

n k
k

x x x
x , x , x

x x x
x , x , x

y y y
y , y

A y
A y
A A A A A A

+ − 
 − 
 
 
 

+ + =
 ≥ ≥ ≥
 

= 
 

+ + =
 > ≤ ≤ ≤

+ + =
 ≤ ≤

= >

= >

∪ = + − ∩

+ − + − + −     
= + − =     − − −     

+ −
−

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3

1 2

2 3

1 2 1 2 1 2

1
1

12
2

10
3 2 1

6
15

2
12

3 1 3 2
7

2 2
2
2

4 3 1 4 3 1 1 3 1
27

3 1 3 1 3 1
7 3 1
3

x

y

z

x y z

x y

x y

x y

(x y z w)
a b c d

abc

a

b

c

x y z

abc

a

b

c
x x x
y y y

!

+ +

 
− = 

 

+ + +
+ + + =

 
 
 

=

=

=

=

=
+ + =

 
 
 

= ×

= ×

= ×

= ×

+ + =
 + + =
  
  
  

  
×  
  

 
 
 

1 1

2 2

3 3

10

12

12

10 12

1 2 3

1 2 3

27 9
1

10
13
3

3
3
3
3

3 3
12

14
2

2 3
2 3
2 3
2 3

10
12

12 14
2 2

12 14
4

2 2
4
2

1
2

!

!

!

 
= 

 
   
   
    =

  
  
   =

  
=  

  
    
    
    

4
3

2
4 2 1
2 1 1

6
2

4 2
2 2

3
2

4 1
4

3 1
12 9 6 3
3 3 3 3

4

بنابراين: 
ــواب صحيح و نامنفي معادلة فوق  بنابراين به ازاي هر ج
ــت مي آيد. در نتيجه پاسخ مسئله  ــه تايي به دس دقيقاً يك س

 است.

n k
k

x x x
x , x , x

x x x
x , x , x

y y y
y , y

A y
A y
A A A A A A

+ − 
 − 
 
 
 

+ + =
 ≥ ≥ ≥
 

= 
 

+ + =
 > ≤ ≤ ≤

+ + =
 ≤ ≤

= >

= >

∪ = + − ∩

+ − + − + −     
= + − =     − − −     

+ −
−

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3

1 2

2 3

1 2 1 2 1 2

1
1

12
2

10
3 2 1

6
15

2
12

3 1 3 2
7

2 2
2
2

4 3 1 4 3 1 1 3 1
27

3 1 3 1 3 1
7 3 1
3

x

y

z

x y z

x y

x y

x y

(x y z w)
a b c d

abc

a

b

c

x y z

abc

a

b

c
x x x
y y y

!

+ +

 
− = 

 

+ + +
+ + + =

 
 
 
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 (a,b,c) ــه تايي مرتب از اعداد طبيعي مانند مثال 17. چند س
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وجود دارد كه: 
ــورت  ــد به ص ــداد a,b,c باي ــي اع ــكل كل  پاسـخ: ش
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ــيم:  ــته باش  بايد داش
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ــن، با توجه به   بنابراي

 كه تمامي متغيرها صحيح و نامنفي اند. 
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هر جواب دستگاه متناظر با يك سه تايي است، در نتيجه جواب 

 است.
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مسئله 
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مسئلة فوق برابر است با: 

3. توزيع n توپ متمايز در k جعبة يكسان
ــكيل  مثـال 18. مي خواهيم از بين 4 نفر، دو تيم دو نفره تش

دهيم تا با هم مسابقه دهند. اين كار به چند روش امكان پذير 
است؟

 {a,b,c,d} پاسخ: فرض كنيم اين چهار نفر را با مجموعة 

ــش دهيم. هر انتخاب دو عضو از اين چهار نفر، دو تيم را  نماي
به وجود مي آورد. بنابراين ممكن است گفته شود جواب مسئله 

 است. اما بايد دقت كرد كه انتخاب دو عضو a و b تيم هاي 
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{a,b} و {c,d} و انتخاب دو عضو c و d نيز همان تيم بندي را 
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به وجود مي آورد. بنابراين پاسخ مسئله 

ــت: {c,d}{a,b}، {b,d}{a,c} و  تيم بندي ها به اين صورت اس

.{a,d}{b,c}

مثال 19. مي خواهيم 4 توپ متمايز را در 4 جعبه يكسان توزيع 
كنيم. اين كار به چند روش امكان پذير است؟

ــة {a,b,c,d} نمايش  ــوپ را با مجموع  پاسـخ: چهار ت
مي دهيم و توزيع ها را به چهار دستة زير تقسيم مي كنيم:

الف) در تمامي جعبه ها توپ قرار گيرد.
ب) در سه جعبه توپ قرار گيرد و يكي خالي بماند.

ج) در دو جعبه توپ قرار گيرد و دو جعبه خالي بمانند.
ــرد و بقية جعبه ها خالي  ــه توپ قرار گي ــك جعب د) در ي

بمانند.
ــت بخش الف فقط داراي توزيع {d}{c}{b}{a} و  واضح اس
ــت. براي به دست  بخش د نيز فقط داراي توزيع {a,b,c,d} اس
ــاي بخش ب مي توان گفت: بايد يك جعبة دو  آوردن حالت ه
عضوي و دو جعبة يك عضوي داشته باشيم. بنابراين تعداد اين 

 (مستقيماً 
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ــت با:  توزيع ها (افرازها) برابر اس
ــيد). تقسيم بر !2 به دليل وجود دو مجموعة  حالت ها را بنويس
تك عضوي است كه جابه جايي آن ها حالت جديدي را به وجود 
نمي آورد. اما بخش ج. در اين حالت يا دو جعبه هر كدام داراي 

 و يا 
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ــود:  ــم كه تعداد آن ها مي ش ــوپ داري دو ت

جعبه اي سه توپي و يك جعبة يك توپي داريم كه تعداد آن ها 

 است. بنابراين به 15=1+1+6+3+4 
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برابر است با 
ــان توزيع  ــوپ متمايز را در 4 جعبه يكس ــوان 4 ت روش مي ت

كرد.

ــوپ متمايز در k جعبه  نتيجـه: تعداد راه هاي توزيع n ت
يكسان برابر است با تعداد راه هاي افراز مجموعة 

n عضوي به يك، دو، ...، k مجموعه.

مثال 20. مي خواهيم 4 توپ متمايز را در 3 جعبه يكسان توزيع 
كنيم. اين كار به چند روش امكان پذير است؟

 پاسخ: جواب مسئله برابر است با تعداد افرازهاي مجموعة 
ــه مجموعه. اين تعداد با توجه به  {a,b,c,d} به يك يا دو يا س

مثال 19 برابر است با 14.
ــوان در 4 اتاق 3 نفره  مثـال 21. 12 نفر را به چند روش مي ت

اسكان داد؟
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 پاسـخ: 

تعداد،  اتاق ها (جعبه ها) با يكديگر تفاوتي ندارند.

در پايان اين قسمت مي خواهيم رابطه اي كلي براي به دست 

 برابر با تعداد 
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آوردن تعداد افرازها ارائه دهيم. فرض كنيد 

ــيء متمايز در k جعبة يكسان بوده است،  راه هاي توزيع n ش
 همان 
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ــي نماند. در واقع  به طوري كه هيچ جعبه اي خال
تعداد راه هاي افراز مجموعة n عضوي به k زيرمجموعة ناتهي 
 را «اعداد استرلينگ نوع 
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ــت. قابل ذكر است كه اعداد  اس
دوم» نيز مي نامند.
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قضية 4. 

 تعداد 
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ــة 1،  ــر قضي برهـان: بناب

راه هاي توزيع n توپ متمايز در k جعبة متفاوت است به طوري 
كه هيچ جعبه اي خالي نماند.

اين توزيع ها را به روشي ديگر نيز به دست مي آوريم. ابتدا 
ــيء را در k جعبة يكسان توزيع كرده ايم،  فرض مي كنيم n ش

به طوري كه هيچ جعبه اي خالي نماند.
 1,2,...,k ــق با اعداد حال مي توانيم جعبه ها را به !k طري
نام گذاري كنيم. بنابراين تعداد راه هاي توزيع n توپ متمايز در 
k جعبة متفاوت به طوري كه هيچ كدام خالي نماند برابر است با: 

 و حكم ثابت است.
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ــوپ متمايز را در 3 جعبه  مثـال 22. تعداد راه هاي توزيع 5 ت
يكسان به دست آوريد، به طوري كه جعبه اي خالي نماند.

 پاسخ: 
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ــوپ متمايز در k جعبة  نتيجـه: تعداد راه هاي توزيع n ت

.
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يكسان برابر است با: 
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4. توزيع n توپ يكسان در k جعبة يكسان
مثـال 23. مي خواهيم عدد 5 را به صورت جمع اعداد طبيعي 

بنويسيم. اين كار به چند روش امكان پذير است؟
 پاسـخ: تعداد روش ها را به پنج دسته زير تقسيم بندي 

مي كنيم:
الف) جمع يك عدد  5=5
5=4+1=3+2 ب) جمع دو عدد  
5=3+1+1=2+2+1 ج) جمع سه عدد  
5=2+1+1+1 د) جمع چهار عدد  
 5=1+1+1+1+1 هـ) جمع پنج عدد  

بنابراين جواب مسئله 7 روش است.

ــان  ــان را در 5 جعبة يكس مثال 24. مي خواهيم 5 توپ يكس
توزيع كنيم. اين كار به چند روش امكان پذير است؟

 پاسخ: 7 روش (چرا؟)
ــان در k جعبه  نتيجـه: تعداد راه هاي توزيع n توپ يكس
يكسان برابر است با تعداد حالت هايي كه بتوان 
ــك، دو، ... و k عدد  ــدد n را به صورت جمع ي ع

طبيعي نوشت.

مثال 25. به چند روش مي توان 7 توپ يك رنگ را در 3 جعبة 
يكسان قرار دارد، به طوري كه هيچ كدام خالي نماند؟

ــوان عدد 7 را  ــد ديد كه به چند روش مي ت  پاسـخ: باي
به صورت مجموع 3 عدد طبيعي نوشت: 

7=5+1+1=4+2+1=3+3+1=3+2+2

مثال 26. به چند روش مي توان n توپ يكسان را در n-1 جعبة 
(n ≥2) يكسان توزيع كرد، به طوري كه هيچ كدام خالي نماند؟

پاسخ: يك روش

مثال 27. به چند روش مي توان n توپ يكسان را در n-2 جعبة 
(n ≥ 4) يكسان توزيع كرد، به طوري كه هيچ كدام خالي نماند؟

 پاسخ: دو روش

مثال 28. به چند روش مي توان n توپ يكسان را در دو جعبه 
توزيع كرد، به طوري كه هيچ كدام خالي نماند؟
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 پاسـخ: 

 است.

k
i n

i
k

i n

i

n
k

n k
( ) (k i)

k ik!
k

( ) (k i)
i

n
k!

k

( ( ) ( ) ( )
!

( ) ) ( )

n n n
...

k
(n )

=

=

 
 
 
   

= − −   
   

 
− − 

 
 
 
 
       

= − − − + −       
       
 

− − = − × + 
 

     
+ + +     

     
≥

∑

∑

0

0

5 5 5

5 5 5

1 1

1

5 3 3 31 3 0 3 1 3 2
3 0 1 23
3 13 3 3 3 2 3
3 6

1 2
2

(n )
n (n ) (n ) ...

n

≥
= + − = + − +

 
  

4
1 1 2 2

2
پاسخ مسئله 

ــت كه در حالت كلي فرمولي صريح براي  ــايان ذكر اس ش
ــان ارائه  ــان در k جعبة يكس تعداد راه هاي توزيع n توپ يكس
ــده است، اما در كتاب هاي رياضي مي توان رابطة بازگشتي  نش

براي اين مسئله پيدا كرد.

ايستگاه انديشه 
و ادب رياضي

سرعلمىگر
مى

سه معماى بامزه!ايستگاه دوم: 
مـن و دو دخترم ديشـب براي شـام تنهـا بوديم و مـادر آن ها 

بـراي كاري واجـب به منزل مـادرش رفتـه بود! من كه آشـپزي 
بلـد نيسـتم و نمي خواسـتم از غذاهاي فسـت فودي اسـتفاده 

كنـم، تصميم گرفتم كه به غذاهاي سـادة خانگي بسـنده كنم
 و دخترهـا هم به همين رضايت دادند. در تهية اين غذاها 
عامل زمان بسيار مهم بود، ولي متأسفانه تمام ساعت هايمان 
خوابيـده بودنـد و تنها ابزارهـاي اندازه گيري زمـان براي ما 
سـاعت هاي شـني متفاوتي بودند كه در اختيار داشتيم. در 
نتيجة اين موضوع بـه چند معماي جالب برخورديم كه آن ها 

را برايتان نقل مي كنم.

 معماي اول: تخم مرغ هاي پخته!
ــن چيزي كه تصميم گرفتيم بخوريم، تخم مرغ آب پز بود (البته چيزهاي ديگري هم  اولي
داشتيم!) براي آنكه مطمئن شويم تخم مرغ ها كاملاً سفت و پخته مي شوند، 15 دقيقه بايد در 
آب مي جوشيدند و چون كمي گرسنه بوديم، مي خواستيم بلافاصله بعد از 15 دقيقه تخم مرغ ها 
ــت، به  ــني كه يكي 7 دقيقه اي و ديگري 11 دقيقه اي اس ــاعت ش را بخوريم. به كمك دو س
ــه را اندازه گيري كنيم و بلافاصله بعد از 15 دقيقه،  ــتيم زمان 15 دقيق هر زحمتي بود توانس

تخم مرغ هايمان هم آمادة خوردن بودند. به نظر شما چه طور اين 15 دقيقه را اندازه گرفتيم؟ 

 معماي دوم: تخم مرغ هاي عسلي!
بعد از خوردن تخم مرغ هاي پخته،  باز هم گرسنه بوديم! تصميم گرفتيم چند تخم مرغ 
عسلي هم بخوريم. براي پخته شدن تخم مرغ عسلي گذشت 9 دقيقه وقت، لازم و كافي بود. 
پس بايد 9 دقيقه وقت را اندازه گيري مي كرديم و اين بار مي خواستيم از يك ساعت شني 4 
دقيقه اي و يك ساعت شني 7 دقيقه اي استفاده كنيم. چگونه توانستيم اين كار را انجام دهيم 

به طوري كه درست پس از 9 دقيقه همة تخم مرغ هايمان حاضر بودند؟

 معماي سوم: كتلت هاي خوشمزه!
بعد از خوردن تخم مرغ هاي عسلي، باز هم گرسنه بوديم! ولي دختر بزرگم گفت: «عيبي 
ندارد بابا! سه تا كتلت در يخچال داريم كه به هر كداممان يكي از آن ها مي رسد. فقط بايد 

كمي سرخ شوند، چون سرد و يخ زده هستند.»
حال بايد هر طرف هر كتلت را يك دقيقه سرخ مي كرديم. مشكل ما ديگر زمان نبود، 
چون با ساعت شني يك دقيقه اي كه داشتيم اين كار را به سادگي مي توانستيم انجام دهيم. 
ــكل اين بود كه يك ماهي تابة كوچك براي سرخ كردن داشتيم كه فقط گنجايش دو  مش
كتلت را داشت و ما مي خواستيم سه دقيقة بعد كتلت هايمان حاضر باشند! چه طور اين كار 

را انجام داديم؟
يادتان باشد كه بايد هر دو طرف هر سه كتلت سرخ شوند و هر طرف يك دقيقه 

طول مي كشد تا سرخ شود و ماهي تابه براي دو كتلت جا دارد.

هوشنگ شرقى


